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目的
Einstein equationに関しての

1. hyperbolic reduction
2. 初期値問題，初期境界値問題の
well-posedness

3. 数値相対論の

stability, accuracy
なぜ難しいか？

� 準線型連立

� 時間軸の未決定（ゲージの自由度）

� 束縛条件



Einstein eq.のhyperbolic reduction

双曲型運動方程式

@tu� = J
l�
�(u)@lu� +K�(u)

(I). J lの固有値が全部実: weakly hyp.

(II). J lが実対角化可能: strongly hyp.

(III). J lがエルミート行列: symmetric hyp.

Einstein eq. R�� = 0

ADM形式から
Bona-Masso, ChoquetBruhat-York-Anderson,
Frittelli-Reula, Friedrich, ....

Ashtekar形式から
Yoneda-Shinkai, Iriondo-Leguizam�on-Reula
hyperbolic Eqs of reality gauge conditions
system motion condition required

Ia original metric -

Ib original triad Aa
0 = Aa

iN
i, @iN = 0

IIa original metric N l 6= 0;�N
p

ll

IIb modi�ed metric Aa
0 = Aa

iN
i

IIIa modi�ed triad Aa
0 = Aa

iN
i, @iN = 0



�-system

system構築の概要 (Brodbeck)

1. dynamical変数の symmetric hyp.を用意
@tu = Ju0 +K

2. constraint C(u)� 0の発展を constraintで書く
@tC = DC0 +EC

3. 変数�を導入:初期値は � = 0で発展は
@t� = �C � �� (� 6= 0; � > 0)

4. ここで @tuに �0の補正を行い sym. hyp. �-system

@t
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5. constraintの発展も補正されている
@tC = DC0 +EC +G�00 +H�0

6. フーリエ変換後，�̂と Ĉの時間発展

@t

�
�̂
Ĉ

�
=

�
�� �

�Gkk + iHk iDk + E

��
�̂
Ĉ

�

線形化して，右辺の行列を定数化。
この定数行列の固有値が実部が負 (��)になるように
�,�を選べば，変数系 (�̂; Ĉ)は asymptoticにexp(��t)

として振る舞う



Maxwell eq.に�-systemを適用

� constraint
CE := div ~E � 0, CB := div ~B � 0

� � hyperbolic system dynamical equation
@t ~E = +c rot ~B + grad�E
@t ~B = �c rot ~E + grad�B
@t�E = �1CE � �1�E
@t�B = �2CB � �2�B

� eigenvalues of constraint evolution
� = (��i �

q
�2
i � 4�ik)=2

� < 0 , �1; �2 6= 0 and �1; �2 > 0

� 2次元電磁波伝播での数値計算結果
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Einstein eq.に�-systemを適用

� constraint
CH := (i=2)�abc ~E

i
a
~E
j
bF

c
ij ��det ~E � 0

CMi := �F
a
ij
~Ej
a � 0, CGa = Di

~Ei
a � 0

� � hyperbolic system dynamical equation

@t ~E
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� eigenvalues of constraint evolution
(CH; CMi; CGa; �; �i; �a) の時間発展に対しての固有
値。複雑なので数値的に固有値負の十分条件を調べた。
� < 0( � 6= 0 and � > 0



� 平面重力波伝播での数値計算結果
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adjusted system

system構築の概要

1. dynamical変数の発展方程式
@tu = Ju0 +K

2. constraint C(u)� 0の発展を constraintで書く
@tC = DC0 +EC

3. dynamical変数の発展方程式右辺を，constraintやその
微分で補正
@tu = Ju0 +K + �1C + �2C

0

4. constraintの発展も補正されている
@tC = FC00 +GC0 +HC

5. フーリエ変換後，線形化して，constraint evolutionの固
有値を求める。
固有値の実部が負になるように �1,�2を選べば，con-
straintは decayしていく。



Maxwell eq.に adjusted system

� evolution for dynamical value
@tEi = c�i

jk@jBk

+PiCE + pj i(@jCE) +QiCB + qji(@jCB)

@tBi = �c�i
jk@jEk

+RiCE + rj i(@jCE) + SiCB + sj i(@jCB)

� eigenvalues of constraint evolution

� =
p+s�

p
p2+4 q r�2 p s+s2

2
where p := iP iki � kikjp

j
i; q := iQiki � kikjq

j
i;

r := iRiki � kikjr
j
i; s := iSiki � kikjs

j
i:

例えば � = pj i = sj iで other= 0とすると
� < 0, � > 0

� 2次元電磁波伝播での数値計算結果
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Einstein eq.に adjusted system

� evolution for dynamical value
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� eigenvalues of constraint evolution
一般には複雑。T iajk = �i��ij�ak, other= 0として，
実数条件の制御だけに適用すると
� < 0, � > 0



� degenerate passingでの数値計算結果
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